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Нехай Fn×n та Fn×n[x] – кiльця (n × n)-матриць над полем F та кiльцем многочленiв F[x]
вiдповiдно. Позначимо: In – одинична (n× n)-матриця i O – нульова (n× n)-матриця.

Для неособливої нижньої трикутної матрицi A(x) =


a1(x) 0 . . . . . . 0
a21(x) a2(x) 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

an1(x) an2(x) an3(x) . . . an(x)

 , де

ai(x) ∈ F[x] – унiтальнi многочлени i deg aij(x) < deg ai(x) для всiх i > j, вкажемо умови її зобра-
ження у виглядi добутку A(x) = B(x)C(x), де B(x) = Inx

r +
∑r

i=1Bix
r−i ∈ Fn,n[x] – унiтальна

многочленна матриця степеня r ≥ 1 iз визначником detB(x) = b(x).
Якщо матриця B(x) = Inx

r +
∑r

i=1Bix
r−i ∈ Fn,n[x] є лiвим дiльником трикутної матрицi A(x),

то з рiвностi A(x) = B(x)C(x) отримуємо A(x) = D(x)G(x), де D(x) =
[
dij(x)

]
– нижня трикутна

матриця з наступними властивостями: dii(x) ∈ F[x] – унiтальнi многочлени, deg dij(x) < deg dii(x)

для всiх i > j, deg
∏k

i=1 dii(x) ≤ kr,
∏n

i=1 dii(x) = detB(x) = b(x). Отже, ai(x) = dii(x)gii(x) для
всiх 1 ≤ i ≤ n. Нижче вкажемо алгоритм побудови унiтального дiльника B(x) iз неособливої
трикутної матрицi A(x) ∈ Fn,n[x].

1). Нехай визначник неособливої нижньої трикутної матрицiA(x) ∈ Fn,n[x] зображений у вигля-
дi добутку

∏n
i=1 ai(x) = b(x)c(x), де b(x) ∈ F[x] – унiтальний многочлен степеня nr, r < degA(x).

2). Дiагональнi елементи ai(x) матрицi A(x) запишемо у виглядi ai(x) = d
(l)
i,mi

(x)g
(l)
i,mi

(x), де

d
(l)
i,mi

(x) ∈ F[x] – унiтальнi многочлени або елементи поля F для всiх mi = 1, 2, . . . ; l = 1, 2, . . . .

За елементами d
(l)
i,mi

(x) побудуємо множину дiагональних (n× n)-матриць наступним чином:

Db ={
D(l)(x) = diag(d

(l)
1,m1

(x), d
(l)
2,m2

(x), . . . , d(l)n,mn
(x)), де deg

k∏
i=1

d
(l)
i,mi

(x) ≤ kr i
n∏

i=1

d
(l)
i,mi

(x) = b(x)

}
.

3). Для кожної матрицi D(l)(x) ∈ Db для A(x) будуємо факторизацiї A(x) = T
(l)
b (x)G(x), де

Tb(x) =


d
(l)
1,m1

(x) 0 . . . . . . 0

t
(l)
m2,1

(x) d
(l)
2,m2

(x) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

t
(l)
mn,1

(x) t
(l)
mn,2

(x) . . . . . . d
(l)
n,mn(x)

 – трикутна матриця така, що deg t
(l)
mi,j

(x) <

deg d
(l)
i,mi

(x) для всiх j < i.

Очевидно, що для деяких матриць D(l)(x) факторизацiй матрицi A(x) = T
(l)
b (x)G(x) може i не

iснувати. Пошук елементiв t
(l)
mi,j

(x) базується на знаходженнi розв’язкiв {uij(x), vij(x)} рiвняння
bi(x)uij(x) + cj(x)vij(x) = ãij(x) таких, що deg vij(x) < bi(x). Якщо ж цi розв’язки iснують, то
остання нерiвнiсть гарантує їхню єдинiсть. Зауважимо, що коефiцiєнтами многочленiв t

(l)
mi,j

(x)
1



2

можуть бути параметри iз поля F. Множину таких трикутних матриць позначимо через

Trb =

T
(l)
b (x) =

[
t
(l)
i,j(x)

]
, де

 t
(l)
i,j(x) = 0, якщо j > i;

t
(l)
i,k(x) = d

(l)
i,mk

(x), якщо k = mi;

deg t
(l)
mi,j

(x) < deg d
(l)
i,mi

(x) для всiх j < mi.

 .

Зрозумiло, якщо одна з наведених вище умов не виконується, то для A(x) не iснує лiвих унi-
тальних дiльникiв iз визначником detB(x) = b(x). Враховуючи теорему 2 iз [1] та наведенi вище
мiркуванння отримуємо.

Теорема 1. Для трикутної неособливої матрицi A(x) iснує факторизацiя A(x) = B(x)C(x), де
B(x) ∈ Fn,n[x] – унiтальна многочленна матриця степеня r ≥ 1 iз визначником detB(x) = b(x),
тодi i тiльки тодi, коли в множинi Trb iснує матриця T (x) =

∑s
i=0 Tix

s−i, для якої

rank



T0 O · · · O

T1 T0
...

T2 T1
... O

...
... T0

...
...

...
...

Ts Ts−1
... Ts−r


= rank



T0 O . . . . . . O

T1 T0
...

...

T2 T1
... O O

...
... T0

...
...

...
...

... O

Ts Ts−1
... Ts−r In


.

Приклад 2. Для матрицi A(x) =

[
x2 + x 0
x2 + 1 x(x2 + x+ 1)

]
∈ Q2,2[x] вкажемо дiльники I2x + B0

iз визначниками x2 + x, x2 i x2 + x+ 1 вiдповiдно та дiльники Inx
2 + B1x+ B2 iз визначниками

x2(x2 + x+ 1) i (x2 + x)(x2 + x+ 1) вiдповiдно. Результати обчислень наведено у таблицi.

b(x) x2 + x x2 + x x2 x2 + x+ 1

diag(d1(x), d2(x)) diag(x2 + x, 1) diag(x+ 1, x) diag(x, x) diag(1, x2 + x+ 1)

Trb

[
x2 + x 0
ax+ b 1

]
; a, b∈ Q −

[
x 0
1 x

] [
1 0
x x2 + x+ 1

]
I2x+B0

− −
[
x 0
1 x

] [
x+ 1 1
−1 x

]
b(x) x2(x2 + x+ 1) (x2 + x)(x2 + x+ 1) (x2 + x)(x2 + x+ 1)

diag(d1(x), d2(x)) diag(x, x3 + x2 + x) diag(x2 + x, x2 + x+1) diag(x+1, x3+x2+x)

Trb

[
x 0

2x2 + x+ 1 x3 + x2 + x

] [
x2 + x 0
x2 + 1 x2 + x+ 1

]
-

I2x
2 +B1x+B2

[
x2 + 0, 5x 0, 5x
0, 5(1− x) x2 + 0, 5(x+ 1)

] [
x2 + x 0
−x x2 + x+ 1

]
-
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